POLIBA – DIPARTIMENTO  DICATECH – FACOLTA’ DI  INGEGNERIA EDILE
APPELLO DI GEOMETRIA 
Data: 20 aprile 2016
Traccia n. 1
COGNOME:_______________________ NOME:__________________ 
Matr.:________________
Q1) Dare la definizione di base di un sottospazio di Rn.
Q2) Date le matrici 

[image: image1.emf]








A = 1 - 1 1 0 1 1 - 1 - 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , B = - 1 1 0 1 - 1 - 1 0 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , C = 1 0 0 0 1 0 æ è ç ö ø ÷


calcolare la matrice [image: image2.emf](A" +B”
)-C"









(A T + B T ) × C T

.
Q3) Data la matrice 

[image: image3.emf]








A = 1 1 0 3 0 3 2 - 1 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


(a) determinare gli autovalori e gli autovettori di A;

(b) dire se A è diagonalizzabile e, nel caso affermativo, scrivere la matrice P che diagonalizza A.

Q4) Dati i vettori u = (4,-1,5), v = (1,2,3), w = (-2,5,1), calcolare il sottospazio da essi generato e la sua dimensione.

Q5) Data la conica di equazione x2 – 2xy – y2 -1 = 0, 

(a) classificare la conica;

(b) calcolare la sua equazione canonica.

Q6) Nel riferimento R(0,x,y,z) di S3, sono date la retta r di equazioni  

[image: image4.emf]{

x=0
y-3z=9









x = 0 y - 3 z = 9 ì í î


e il punto P(3,1,4). Calcolare la distanza di P da r.

Soluzione

Q1) Se U è un sottospazio di Rn, si dice che (u1, u2,…, ur) è una base di U se:

a) (u1, u2,…, ur) è un sistema di generatori di U;

b) (u1, u2,…, ur) è un sistema di vettori L.I.

Q2) Sono date

[image: image5.emf]








A = 1 - 1 1 0 1 1 - 1 - 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , B = - 1 1 0 1 - 1 - 1 0 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , C = 1 0 0 0 1 0 æ è ç ö ø ÷

.
Si ha:

 [image: image6.emf]








A T = 1 0 - 1 - 1 1 - 1 1 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ , B T = - 1 1 0 1 - 1 1 0 - 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Þ A T + B T = 0 1 - 1 0 0 0 1 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Þ


[image: image7.emf]=(A"+B")-C" =

- o O

0+0+0 O0+1+0
0+0+0 0+0+0
1+0+0 0+0+0

S O =









Þ ( A T + B T ) × C T = 0 1 - 1 0 0 0 1 0 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ × 1 0 0 1 0 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = 0 + 0 + 0 0 + 1 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 0 + 0 + 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = 0 1 0 0 1 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ .


Q3) Sia 
[image: image8.emf]








A = 1 1 0 3 0 3 2 - 1 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


[image: image9.emf]1-A 1 0
dettA-Al)=0=| 3 -A 3 |=0=-A1-A)B-A)+6-(-301-1)+33-1))=0=
2 -1 3-4









de t ( A - l I ) = 0 Þ 1 - l 1 0 3 - l 3 2 - 1 3 - l = 0 Þ - l ( 1 - l ) ( 3 - l ) + 6 - ( - 3 ( 1 - l ) + 3 ( 3 - l ) ) = 0 Þ


[image: image10.emf]= -AB-A-3A+A)+6+3(1-1)-3B3-1)=0=-31+41" -1’ +6+3-31-9+31=0=









Þ - l ( 3 - l - 3 l + l 2 ) + 6 + 3 ( 1 - l ) - 3 ( 3 - l ) = 0 Þ - 3 l + 4 l 2 - l 3 + 6 + 3 - 3 l - 9 + 3 l = 0 Þ


[image: image11.emf]= - +4A7-31=0=>A(A*-4A+3)=0=A=0vA=1vA=3.









Þ - l 3 + 4 l 2 - 3 l = 0 Þ l ( l 2 - 4 l + 3 ) = 0 Þ l = 0 Ú l = 1 Ú l = 3 .


Per [image: image12.emf]








l = 0

si ha:

[image: image13.emf]0
0 |=
0

x+y=0
3x+3z=0
2x-y+3z=0

=

y=-x
==X

2x+x-3x=0









A × X = l × X Þ 1 1 0 3 0 3 2 - 1 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = 0 0 0 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Þ x + y = 0 3 x + 3 z = 0 2 x - y + 3 z = 0 ì í ï î ï Þ y = - x z = - x 2 x + x - 3 x = 0 ì í ï î ï Þ y = - x z = - x ì í î Þ


[image: image14.emf]=VXeV _,: X=(x-x-x)=x(1,-1,-1) = u, =(1,-1,-1)









Þ " X Î V l = 0 : X = ( x , - x , - x ) = x ( 1 , - 1 , - 1 ) Þ u 1 = ( 1 , - 1 , - 1 )

 è un auvettore di A associato all’autovalore [image: image15.emf]








l = 0

.

Per [image: image16.emf]








l = 1

si ha:

[image: image17.emf]N =

X+y=x
=1{3x+3z=y

2x-y+3z=z2

=

y=0
x+z=0 =
2x+2z=0

|

y=0
7=—-X

=









A × X = l × X Þ 1 1 0 3 0 3 2 - 1 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Þ x + y = x 3 x + 3 z = y 2 x - y + 3 z = z ì í ï î ï Þ y = 0 x + z = 0 2 x + 2 z = 0 ì í ï î ï Þ y = 0 z = - x ì í î Þ


[image: image18.emf]=VXeV,_ :X=(x0,-x)=x(1,0,-1)=u, =(1,0,-1)









Þ " X Î V l = 1 : X = ( x , 0 , - x ) = x ( 1 , 0 , - 1 ) Þ u 2 = ( 1 , 0 , - 1 )

 è un autovettore di A associato all’autovalore [image: image19.emf]








l = 1

.

Infine, per [image: image20.emf]








l = 3

si ha:

[image: image21.emf]N =

3x
3y
3z

xX+y=3x
=13x+3z=3y
2x-y+3z=3z

=

y=2x
X+z7=2x=
3z=3z

|

y=2x

=X

=









A × X = l × X Þ 1 1 0 3 0 3 2 - 1 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ × x y z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ = 3 x 3 y 3 z æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Þ x + y = 3 x 3 x + 3 z = 3 y 2 x - y + 3 z = 3 z ì í ï î ï Þ y = 2 x x + z = 2 x 3 z = 3 z ì í ï î ï Þ y = 2 x z = x ì í î Þ


[image: image22.emf]=VXeEV_,: X=(x2xx)=x(1,2,1)=u, =(1,2,1)









Þ " X Î V l = 3 : X = ( x , 2 x , x ) = x ( 1 , 2 , 1 ) Þ u 3 = ( 1 , 2 , 1 )

 è un autovettore di A associato all’autovalore [image: image23.emf]








l = 3

.

(a) Poiché la matrice [image: image24.emf]AEM,









A Î M 3

 ha tre autovalori reali e distinti, essa è diagonalizzabile: la matrice P che diagonalizza A è la matrice avente per colonne gli autovettori di A:
[image: image25.emf]








P = 1 1 1 - 1 0 2 - 1 - 1 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


La matrice diagonale simile ad A è la matrice avente per diagonale i tre autovalori:

[image: image26.emf]S O on

oS — O

oS O O










D = 0 0 0 0 1 0 0 0 3 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷

.

Q4) Il sottospazio di R3 generato dai vettori u = (4,-1,5), v = (1,2,3) e w = (-2,5,1), è:
[image: image27.emf]T={tER3|EIh,k,€ER3't=h-u+k~v+£-w}.









T = t Î R 3 $ h , k , ℓ Î R ' ' t = h × u + k × v + ℓ × w { } .


Studiamo la L.D./L.I. dei tre vettori. Detta A la matrice avente per righe le componenti dei vettori u, v, w, 

[image: image28.emf]v N o~









A = 4 - 1 5 1 2 3 - 2 5 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷


si ha:

[image: image29.emf]








a 1 1 = 4 = 4 ¹ 0 a 1 2 , 1 2 = 4 - 1 1 2 = 8 + 1 = 9 ¹ 0 a 1 2 3 , 1 2 3 = 4 - 1 5 1 2 3 - 2 5 1 = 8 + 6 + 2 5 - ( - 2 0 + 6 0 - 1 ) = 3 9 - 3 9 = 0


Dunque, poiché rang(A) = 2, i tre vettori sono L.D.

Una base di T è

[image: image30.emf]B, ={u=(4,-1,5),v=(1,2,3)}









B T = u = ( 4 , - 1 , 5 ) , v = ( 1 , 2 , 3 ) { }


e la dimensione di T è

dim(T) = 2.

Q5) 
(a) E’ data la conica di equazione x2 – 2xy – y2 -1 = 0.

Le matrici associate alla conica sono:
[image: image31.emf]-1

0









A = 1 - 1 0 - 1 - 1 0 0 0 - 1 æ è ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ Ù A 0 0 = 1 - 1 - 1 - 1 æ è ç ö ø ÷

.
Poiché 

[image: image32.emf]det(A”) =

1

-1

=-2<0









de t ( A 0 0 ) = 1 - 1 - 1 - 1 = - 2 < 0


la conica è un’iperbole e poiché 

[image: image33.emf]1 -1 0
det(A)=| -1 -1 0 |=2=0
0 0 -1









de t ( A ) = 1 - 1 0 - 1 - 1 0 0 0 - 1 = 2 ¹ 0


l’iperbole è non degenere.

(b) Calcoliamo l’equazione canonica.
[image: image34.emf]1-A -1

det(A-Al)=0=
-1 -1-2

=0=(1-A)(-1-1)-1=0=-(1-1)(1+1)-1=0=1-1"+1=0=










de t ( A - l I ) = 0 Þ 1 - l - 1 - 1 - 1 - l = 0 Þ ( 1 - l ) ( - 1 - l ) - 1 = 0 Þ - ( 1 - l ) ( 1 + l ) - 1 = 0 Þ 1 - l 2 + 1 = 0 Þ


[image: image35.emf]:1—/12+1=0=/12=2=)L=i\/§.









Þ 1 - l 2 + 1 = 0 Þ l 2 = 2 Þ l = ± 2 .


Per [image: image36.emf]








l = 2

, si ha:

[image: image37.emf]AOO-X=)L-X=>( -1 )( X )=[ J2x Jj{x—yaﬁx :{y=(1—\/§)x :{y=(l—f)x
’ y

2y —x-y=~2y |(N2+Dy=-x = \/§+1—(1 V2)x









A 0 0 × X = l × X Þ 1 - 1 - 1 - 1 æ è ç ö ø ÷ x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = 2 x 2 y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x - y = 2 x - x - y = 2 y ì í ï î ï Þ y = ( 1 - 2 ) x ( 2 + 1 ) y = - x ì í ï î ï Þ y = ( 1 - 2 ) x y = - x 2 + 1 = ( 1 - 2 ) x ì í ï î ï


[image: image38.emf]=VXEV, -:X=(x0-v2)x)=x(L,1-v2)=u = (1,1-v2)









Þ " X Î V l = 2 : X = ( x , ( 1 - 2 ) x ) = x ( 1 , 1 - 2 ) Þ u 1 = ( 1 , 1 - 2 )

 è un autovettore di A00 associato all’autovalore [image: image39.emf]








l = 2

.

Per [image: image40.emf]








l = - 2

si ha:
[image: image41.emf]e ~V2x - x-y=—2x )
) [ Y ) [ —\/Ey ] {_x_y=_\/§y2y-(1+\/§)'x=>









A 0 0 × X = l × X Þ 1 - 1 - 1 - 1 æ è ç ö ø ÷ × x y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ = - 2 x - 2 y æ è ç ç ö ø ÷ ÷ Þ x - y = - 2 x - x - y = - 2 y ì í ï î ï Þ y = ( 1 + 2 ) × x Þ


[image: image42.emf]=VXEV, ;:X=(x(+v2)x)=x(L1+V2)=u, = (1,1++2)









Þ " X Î V l = - 2 : X = ( x , ( 1 + 2 ) x ) = x ( 1 , 1 + 2 ) Þ u 2 = ( 1 , 1 + 2 )

 è un autovettore di A00 associato all’autovalore [image: image43.emf]








l = - 2

.

Quindi, una base ortogonale di R2 è 

[image: image44.emf]B={u =(11-V2).u, = (1 1++2)}









B = u 1 = ( 1 , 1 - 2 ) , u 2 = ( 1 , 1 + 2 ) { }


e una base ortonormale di R2 è 

[image: image45.emf]. { 1 -2 1 1442 }
J4 22 4- 2\F J4+2\F J4+242









B ' = u ' 1 = ( 1 4 - 2 2 , 1 - 2 4 - 2 2 ) , u ' 2 = ( 1 4 + 2 2 , 1 + 2 4 + 2 2 ) ì í ï î ï ü ý ï þ ï

.

La matrice del cambiamento di base è
[image: image46.emf]1 1
. J4-242 a+22
- l—x/z 1+\/§
J4-242 a+22










C = 1 4 - 2 2 1 4 + 2 2 1 - 2 4 - 2 2 1 + 2 4 + 2 2 æ è ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷


e le formule del cambiamento di riferimento (formule di rotazione) sono

[image: image47.emf]1 1
X = X'+ y'
Ja-242  Ja+22
ye 1—\/5 'y 1+\/§ y
J4-22  Ja+242










x = 1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' y = 1 - 2 4 - 2 2 x ' + 1 + 2 4 + 2 2 y ' ì í ï ï î ï ï

.
Sostituendo tali relazioni nell’equazione di partenza della conica, si ha:
[image: image48.emf]-1=0=>

Lo, ] y~]2_2( Lo, y]( -2 1442 y,]_( -2 1442 y,2
J4-242 Ja+22 Ja-242 a2 )\Wa-242 Ja+242 Ja-242 Ja+22









1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ 2 - 2 1 4 - 2 2 x ' + 1 4 + 2 2 y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ 1 - 2 4 - 2 2 x ' + 1 + 2 4 + 2 2 y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ - 1 - 2 4 - 2 2 x ' + 1 + 2 4 + 2 2 y ' æ è ç ç ö ø ÷ ÷ 2 - 1 = 0 Þ


[image: image49.emf]l2 1+\/— | "+ _\/E vy 1+\/_ v2

1 . 1,2
= X'+ Yt —x'y'-2 x'y'+
4202 a2zt TR TGS 2[ V8 V8 4202









Þ 1 4 - 2 2 x ' 2 + 1 4 + 2 2 y ' 2 + 2 8 x ' y ' - 2 1 4 - 2 2 x ' 2 + 1 + 2 8 x ' y ' + 1 - 2 8 x ' y ' + 1 + 2 4 + 2 2 y ' 2 æ è ç ö ø ÷ -


     [image: image50.emf](-2

e (1442)

RN

44242 "









- ( 1 - 2 ) 2 4 - 2 2 x ' 2 - ( 1 + 2 ) 2 4 + 2 2 y ' 2 - 2 1 - 2 8 x ' y ' - 1 = 0 Þ


[image: image51.emf]1,,1\/_ 1+\/_,,1\/_,,1+\/— 3-242 , 3+242 ., 1

1=0=

1 12 1 12 - —
34-2\/536 +4+2J§y +J§xy SN NG N AR Tk 2(2-ﬁ)x 2(2+J§)y +J§xy









Þ 1 4 - 2 2 x ' 2 + 1 4 + 2 2 y ' 2 + 1 2 x ' y ' - 1 - 2 2 - 2 x ' 2 - 1 + 2 2 x ' y ' - 1 - 2 2 x ' y ' - 1 + 2 2 + 2 y ' 2 - 3 - 2 2 2 ( 2 - 2 ) x ' 2 - 3 + 2 2 2 ( 2 + 2 ) y ' 2 + 1 2 x ' y ' - 1 = 0 Þ


[image: image52.emf]1 1-42 32[) (1 1+2 3+2J_) (1 1+V2 1-2 1

- - —|x'y'=1=0
“\a22 2-V2 222 4:202 242 20+ NN N1 -









Þ 1 4 - 2 2 - 1 - 2 2 - 2 - 3 - 2 2 2 ( 2 - 2 ) æ è ç ö ø ÷ x ' 2 + 1 4 + 2 2 - 1 + 2 2 + 2 - 3 + 2 2 2 ( 2 + 2 ) æ è ç ö ø ÷ y ' 2 + 1 2 - 1 + 2 2 - 1 - 2 2 + 1 2 æ è ç ö ø ÷ x ' y ' - 1 = 0 Þ


[image: image53.emf]1-2+22 - 3+2f) ., (1 2-22-3- 2f) (1 1-v2 -1+2 +1
2(2-+/2) 22+4/2) Y

42 -4 2 42 +4 2_1 x'" y"? x?y?

) 14,! 1 0 =

Sl

— -1=0 - B I A
T2 20442y T o0V 2042 2 &

42-1)  4W2+1) 2 2










Þ 1 - 2 + 2 2 - 3 + 2 2 2 ( 2 - 2 ) æ è ç ö ø ÷ x ' 2 + 1 - 2 - 2 2 - 3 - 2 2 2 ( 2 + 2 ) æ è ç ö ø ÷ y ' 2 + 1 - 1 - 2 - 1 + 2 + 1 2 æ è ç ö ø ÷ x ' y ' - 1 = 0 Þ Þ 4 2 - 4 2 ( 2 - 2 ) x ' 2 - 4 2 + 4 2 ( 2 + 2 ) y ' 2 - 1 = 0 Þ x ' 2 2 ( 2 - 2 ) 4 ( 2 - 1 ) - y ' 2 2 ( 2 + 2 ) 4 ( 2 + 1 ) = 1 Þ x ' 2 2 2 - y ' 2 2 2 = 1 .


Q6) Sia r la retta di equazione 

[image: image54.emf]{

x=0
y-3z=9









x = 0 y - 3 z = 9 ì í î


I parametri direttori di r sono i minori estratti dalla matrice 

[image: image55.emf]o 7
O -

— QO









1 0 0 0 1 - 3 æ è ç ö ø ÷


con segno alternato:

[image: image56.emf]








ℓ = 0 0 1 - 3 = 0 , m = - 1 0 1 - 3 = 3 , n = 1 0 0 1 = 1


Il piano [image: image57.emf]alr









p ^ r

passante per P(3,1,4) ha equazione

[image: image58.emf]0(x=-3)+3(y-D+1(z-4)=0<=3y+z-7=0









0( x - 3 ) + 3 ( y - 1 ) + 1 ( z - 4 ) = 0 Û 3 y + z - 7 = 0


e il punto H d’intersezione del piano [image: image59.emf]








p

con la retta r è

[image: image60.emf]x=0 x=0 x=0
Hiy-3z=9 =4{y=3z+49 =1y=3 = H(0,3,-2)
3y+z-7=0 9z+274+z-T=0=7=-2 z=-2









H x = 0 y - 3 z = 9 3 y + z - 7 = 0 ì í ï î ï Þ x = 0 y = 3 z + 9 9 z + 2 7 + z - 7 = 0 Þ z = - 2 ì í ï î ï Þ x = 0 y = 3 z = - 2 ì í ï î ï Þ H ( 0 , 3 , - 2 )


Quindi:

[image: image61.emf]d(P,r)=d(P,H)=J(3-0) +(1-37 + (4 +2)* =/49 = 7.









d ( P , r ) = d ( P , H ) = ( 3 - 0 ) 2 + ( 1 - 3 ) 2 + ( 4 + 2 ) 2 = 4 9 = 7 .
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